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ЭКОНОМИКА
И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ

ОДНОСТОРОННИЕ НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ
И ИХ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

Финкельштейн ЮЛО.

{Москва)

Исследуется простейший случай, когда роль выпуклой оболочки играет полигон
Клейна, Тем самым продолжено установление связи между классической теоретико
числовой проблематикой и целочисленным линейным программированием.

1. В [1] начато выяснение связей между односторонними наилучшими приближе-
некоторой модификацией обычных непрерьгоных дробей.

Настоящая работа продолжает [1]. Здесь основное внимание обращается на геомет
рическую интерпретацию и устанавливается связь односторонних наилучших прибли
жений и полигонов Клейна.

2. Напомним некоторые определения и утверждения, касающиеся классических
наилучших приближений. Пусть <х — вещественное число; х,у — целые, х ^ 1. Рацио
нальная дробь у(х назьюается наилучшим приближением (второго рода) числа ск, если
вьшолнено следующее условие (см. [2—4]). Из zft Фу/х, О < ? где z, t — целые,
необходимо вытекает

ниями и

\tOi - z\ > [ха -у\ .

Известно [1, 2], что задача нахождения наилучших приближений в указанном выше
вычислению подходящих дробей для регулярной непрерывной дро-смысле сводится к

би, в которую разлагается число а
Пп

+ . оа = £?о + + ® 9

\Ч1 \Яг

целое > О, все остальные - натуральные*. Имеют место утверждения.где £?о
Утверждение 1 [2, с.'35]. Всякое наилучшее приближение второго рода - это под

ходящая дробь**.
Утверждение 2 [2, с. 37]. Всякая подходящая дробь  - наилучшее приближение

второго рода; единственное (тривиальное) исключение представляет

^o/Go “ Яо!^ ●сс = Яо* Vi,

Кроме того, имеет место следующее утверждение.

■“Эго современная экономная запись непрерывной дроби. Развернутая запись имеет вид
1а  +

1
Ях + -+ ...

Яг
**Т.е. несократимые дроби с натуральным знаменателем;

^o/Go=^o/l> ^/Gi=‘?o + 1/‘7i.

+  + —V...
Яг
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Утверждение 3 [2, с, 13, \в\. Подходящие дроби четного порядка образуют возрас
тающую, а подходящие дроби нечетного порядка - убывающую последовательность.

Обе последовательности сходятся к а. Всякая подходящая дробь четного порядка
меньше а, а нечетного — больше а. Единственное исключение, возникающее при рацио
нальном а, — это последняя подходящая дробь, равная а.

Таким образом, наилучшие приближения второго рода  — чередующиеся прибли
жения снизу и сверху. Далее употребляются обычные обозначения: [/3] — целая часть
р; {/3} — дробная часть р; ||/3|| — расстояние от  р до ближайшего целого числа.

3. Естественно определяются односторонние наилучшие приближения.
Определение Г. Рациональная дробь yjx, х > 1, называется наилучшим приближе

нием снизу числа а, если выполнено условие
при х-\.1OCX — у ~ (1)

ах — у - {ах I < при х>2.atrmn
f = 1 x-l

Определение 1 . Рациональная дробь yjx, х > 1, называется нашгучшим приближе
нием сверху Huaia а, если выполнено условие

у - ах= {1 — {ох|}
U- \осх]<

при X = 1,
min

Г=1 х-1

4. Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1'. Последовательность рациональных дробей - наилучших приближений

снизу числа а (упорядоченная по возрастанию знаменателей) - совпадет с последо
вательностью подходящих дробей (упорядоченных по возрастанию знаменателей) для
непрерывной дроби, в которую разлагается число а

Л - iL_iI
\й\ \Ч2 \я'ъ

(2)при х>2.U-у — ах =

а = ?'о + (3)* ● ●у

iL_ il
\Я2 \я'ъ

ziert regelmdpige Kettenbnich) [3—6].
Теорема 1", Последовательность рациональных дробей — наилучших приближений

сверху числа а (упорядоченная по возрастанию знаменателей) - совпадает с последо
вательностью подходящих дробей (упорядоченных по возрастанию знаменателей)
для приведенной регулярной непрерывной дроби, в которую разлагается число а

где q\ - приведенная регулярная непрерывная дробь (eine redu-

IL_ iL_iL
1 I " \ Ч
1 ^71 \Я2 \Яз

(4)а==Яо -

5. Приведенные регулярные непрерьшные дроби впервые,:
А.Ф. Мёбиус [7] и подробно изучила Э. Цурль [6]. Некоторые
приближений в связи с разложением чисел
вали Л.Г. Эгган и И. Нивен [8].

Автору неизвестны работы, в которых односторонние наилучшие приближения
связьшали бы с разложением приближаемого числа в приведенные регулярные непре
рывные дроби (теорема 1 ) и в непрерьгоные дроби, несущественно
приведенных регулярных (теорема Г).

6. Из определений 1' и 1

по-видимому, рассмотрел
свойства односторонних

регулярные непрерьшные дроби исследо-в

отличающиеся от

следует, что если дробь у/х — наилучшее приближение свер
ху числа а, то -у/х - наилучшее приближение снизу (-а), и наоборот: если у/х - на-
илучшее приближение снизу числа а, то -у/х - наилучшее приближение сверху (-а).
Поэтому можно ограничиться изучением наилучших приближений снизу (или сверху)

7. Приведенные рассуждения перекликаются с проблематикой целочисленного ли
нейного программирования. Этому вопросу была посвящена дипломная работа
Л.И. Аруина, выполненная под руководством автора. Ее содержание опубликовано

п
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[9]. Один из результатов Л.И. Аруина был независимо получен Д.С. Рубиным [10] .
Трудности, возникающие при обобщении классического алгоритма непрерьгоных дро
бей,отмечал еще А.Я.Хинчин [11].

Итак, подмечена любопытная связь между классической теоретико-числовой пробле
матикой и целочисленным линейным программированием. Она осуществляется через ■
известную интерпретацию наилучших приближений как вершин соответствующих \
полигонов (полигонов Клейна [12,13]). 1

Подчеркнем существенное отличие, возникающее при геометрической интерпретации I
обычных (классических) и односторонних наилучших приближений. Обычные наилуч- Г
шие приближения соответствуют вершинам полигонов Клейна, причем четные — это т
вершины нижнего полигона, а нечетные — верхнего.

Для односторонних приближений геометрическая интерпретация тоже дается на по
лигонах Клейна. Здесь все приближения снизу лежат на нижнем полигоне, а сверху —
на верхнем. Однако, вообще говоря, односторонние наилучшие приближения не обя
зательно являются вершинами полигонов Клейна, а могут лежать и на их сторонах,
не будучи при этом вершинами.

Заметим, что сам Ф. Клейн никак не назьшал эти полигоны (возможно, полигона
ми Клейна их назвал Б.Н. Делоне [13]). Кроме того, Ф. Клейн говорил не о нижнем
и верхнем полигонах, а соответственно о правом и левом [12, с. 17] (разница чисто
терминологическая).

8. Существует много аналогий между обычными (регулярными) непрерывными
дробями и приведенными регулярными непрерьшными дробями. Ограничимся одной
из основных (см. [2, с. 12, формула (8)] и [6, с. 683, формула (4)]).

Для обычных непрерьшных дробей

fk-iIQk-i - Pu!Q„ = i-iflQMk-1 ●

в

Для приведенных регулярных непрерывных дробей

9. Среда упомянутой литературы особо выделяется фундаментальная монография
О. Перрона, неоднократно переиздававшаяся [3—5],  а также его же обстоятельная
ранняя работа [14]. Хороший обзор ранних исследований по непрерьюным дробям
дан в известной монографии Я. Коксмы [15]. Среди более поздних стоит упомянуть
обзор Л. Бернстайна [16], а также А. Брентье [17]. Особое место занимает классичес
кая статья К. Якоби [18].

10. Докажем теорему 1' (теорема 1" дрказьшается аналогично).
Введем следующие обозначения дая односторонних наилучших приближений (имея

в виду, что это несократимые дроби с натуральным знаменателем) \ P'JQ'^-n-Q наилуч
шее приближение снизу, п = О, 1, - n-t наилучшее приближение сверху, н = О,
1 , .

Лемма 1.

П = И. <2о = 1.
Если [а } = О, го а = <?о, P'0/60 =olu вычисления завершаются. Если же {а | то

(5)

1 1
Pi=-[ - ]  [«3+1. Q\ =- [- (6)1  .I«l {«I

Из определения l' следует, что 6о = 1, Ро = [6о«]  “ [«] -
“ определены. Очевидно, что Q\ удовлетворяетсоотноше-

Доказательство.
Если {а i О, то 6'i и P'1
нию

(6i- 1) {«} <l<6i \ot\ <2,

откуда следует,что - [-1/{а | ]. Далее, P'1 = [G'lO:] = [6i («1 + Si 1 « П
= —[— l/|oc } ] [«]+ 1.Лемма! доказана.

Леммй2.Если t - целое, Kt i  <xt\ >\0iQ’^\ .t^Q TOn'
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г
Доказат ельство. 1) Ясно, что j скт} > ( а(2^ 1 (следствие определения 1 ^).

2) Если г < то лемма вытекает из определения 1'. ”3) Пусть ^ <t<Q' ~
пустим, что {а? I = \(xQ'^^\ ,

Др-п+Г

0<t-Ql^<Ql
Это противоречит определению 1Лемма 2 доказана.
Лемма 3,

=0.и+1 ’

\v\ - \ь\ , ес/ш { т?} > { 6 { ,

если {TJ! < j 5 I ,
если i 7? 1 > 15} ,
если 1 7?} < 1 б } .

1 1?-б } = i+ }М - 16] .
[П] - [6].

М - [б] -1,[77-5] =

Она является непосредственным следствием определения функций { л* | и [х].
Лемма 4. Дусгь/г > 1, тогда если \ otQ'^\ = 0, то  а = I^^/Q'^ и вычисления завершают

ся. Если же 1 i 0, то

Q (7)п + 1

уп -а У - У^n+i и п-1’

WQ[n
(8)+ 1

★

где q’«
.-l

(9) + 1
!<,!1

f
До казател ьство.1) Ясно, что

О <Го - 1.2) Из леммы 2 следует, что если Го ^(2

laroi > i .

~ /'о. где mo, Го — целые,mo > 2,
,топ~ 1

(10)
3) Определим целое S

iS~l){qloc}< \ Q'^_ ,cc\<S\Q'^a\ . (И)
Отсюда следует

S =-[ (12)

4) Пусть то <S ~ \ . Тогда

1 =то [ (2^1 < < | Гоа } .

Применяя лемму 3, получаем 1 a(moQ^ - Го) 1 =1+то(а0' j
что невозможно. ” ”

Итак, то >S.
5) Рассмотрим

\cc(SQl^~Q'^_^)\ = Ia5!2;-aQ

Возможны два случая а) S {clQ' \ <1,Т£. \aSQ' 1 =5|аб' } > \clQ'

б) S1 <xQ[^ I > Согласно (11)

1- < \<xQ’j .

{аго

п-1

} > \otQ'^ \ ,

(13)

, 1а50„-
j} . В силу (11) получаем {0!(5Q;,-q;_j)| <{«6^1 ;

я- I

(14)

♦Заметим, что — [-а] = Jc}, ще - наименьшее целое число, не меныиееа.
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кроме того, очевидно

!aS(2;i <\aQ'„\ <(5-1)
Из (14), (15) илеммы 3

= \ + \ aSQ'J - \aQ

Итак, во всех случаях

,! <П —

(15)

1<, 1-

(16)l)l <

Из (16) следует
(17)то <5.

Сравнивая (13) и (17), получаем
то =6'. (18)

6) Изп.5) вытекает
- 1. (19)

7) Допустим, что Го > 1 ●
С учетом леммы 2 возможны два случая;

а) (5-.l)Se>! < 12',
при этом О < {Го» } - { Q'„_

0<Го-й„^,<й'„.

что противоречит определению 1';
б) {(2' а!
Согласно лемме 1, !с<5!2;-'-0)1 =1-^5 iG>l- 1''о»  i > 5 (<rQ„ i >(а.е„1 .что

тоже противоречит определению 1 .
Итак,
'■о=2;-1-
8) Введем обозначение

^сс\ <1'-0<х! <51й>1 -
i“l < 12>1

П —
И

(20)

(21)

9) Из (12), (18). (20) и (21)
(22)

где

Ш’п —
^п+1

|<1
Формула (7) доказана.
10) Из (22) имеем

(23)

И) Из леммы 3 и (23) следует

осв'„] «‘ЛИ I ■

ae;i < I“g;_i1 ●aG'] - n + l

[4n + l

(24)[Ч.n  + l
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12) Из (21) и определения S вытекает

1 + 1.
13) Из (21) и определения 5 имеем

, CiKKi-

i“Q’„если qЛ + 1
t

Q. {если п+1

<1 ^\яи + 1

1 <1,
(25)aQ'J >1,n

(26)

w. а<2„1 < \olQ\
14) Рассмотрим [aQ[
a) Пусть q\

Из (24) — (26) получаем

=  -[<

<1.

.  ЯM + l «-1

].fn + l
i“2;i <1.

П

+l

i >1. (27)rt +1

j=«;П K,i+1 —

(28)
если qn

6) Пусть q[

Из (24), (25), (27)

\otQ’П + 1 n \>l.

имеем

«e;i 1=CjaQ;] +1 - [«2 j-i =П + 1 П —

] ^я (29)n + l n + 1

если {aQ'J > i,
a из (28) и (29)

[“GUJ =<?: I«G'Jn+l (30)
15) Изопределения! I

следует, что

^n = [<]-

16) Из (30) и (31)
(31)

P' -P'
n  n-1= я (32)n+l n + l

Формула (8) доказана.
Из (12), (21), (22) и (32) получаем,что лемма 4полностью доказана.
Теорема 1 следует из леммы 4, а также из определения приведенных регулярных

непрерьгоных дробей и из однозначности разложения  в приведенные регулярные непре
рывные дроби [2,3,5]. г J if F
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